Université de Montpellier Année 2023-2024

Examen HAX503X — 2éme session

Durée 3h00. Les documents, la calculatrice, les téléphones portables, tablettes, ordinateurs ne
sont pas autorisés. La qualité de la rédaction sera prise en compte.

Exercice 1. Questions de cours

1. Donner la définition d’une mesure image et le théoréme de transfert. (2pt)

Définition 0.1. Soient (X, o7, 1) un espace mesuré, (Y, %) un espace mesurable et /' : X — Y
une application mesurable. L’application

Fip: % — R+
B — u(F~'(B))

est une mesure sur (Y, %). Elle s’appelle la mesure image de p par F.

Si (X, 7, u) est un espace mesuré, (Y, %) un espace mesurable et 7': X — Y une application
mesurable, la mesure image T, est donnée par la Définition 0.1. L’intégration des fonctions
pour la mesure image est donnée par le Théoreme de transfert:
Théoreme 0.1. Soit (X, .o7, ;1) un espace mesuré, (Y, %) un espace mesurable et T: X — Y
une application mesurable. Pour toute fonction mesurable f:Y — C on a f € LA(Y, Tip) si

et seulement si foT € Z2(X, ), et dans ce cas on a / fd(Tup) = / (foT)du.
Y X

Exercice 2.
On munit R de sa tribu borélienne usuelle et de la mesure de Lebesgue A. Pour n € N on note

an/R LI Y

1. Montrer que U'intégrale I, est bien définie pour tout n € N. (1.5pt)

Soit n € N. La fonction f : x — ﬁ est continue sur Ry (comme inverse d’une fonction
continue ne s’annulant pas), et donc borélienne. Comme elle ne prend que des valeurs positives,
I'intégrale I, est bien définie comme élément de [0, 4o0c]. Mais par ailleurs, pour tout € R on

a

donc

' 1 too ] Al ,
/ ——dx < / dr = lim dr = lim (1 — (37A> =1< +o0.

R+ X + 2" 0 et A—+oo Jo €* A—+o00

Cela prouve que f est en fait intégrable sur Ry (NB : ce dernier calcul est licite car on a déja
justifié que l'intégrale [p ﬁdm a un sens).
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2. Etudier la limite éventuelle de I, quand n tend vers +oc. (2pt)

Soit x € Ry. On a

e * six <1,

fal@) —— e ' +1 siz=1,
n——+00

0 six > 1.

On a vu a la question précédente que pour tous x € Ryet n € Non a
1 1
<

et + e*

et que la fonction x — e™* est intégrable sur R;. D’apres le théoréme de convergence dominée

on obtient alors
1

I, ——— e Tdr=1—e"
n—-+oco Jo

Exercice 3. Dans tout cet exercice, p et v désignent deux mesures finies sur (R, Z(R)). On
appelle convolée de p et v et on note p * v la mesure image de la mesure produit p ® v par
lapplication S : (z,y) € R x R — z + y. Ainsi, pour toute fonction borélienne et positive
f:R—R,, ona

Lfdev) = [ fla+yduev)y),

et d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli, cette intégrale peut encore s’écrire

/R </R flz+ y)du(a:)) dv(y) ou /R (/Rf(x + y)dv(y)) dp(z).

1. On admettra dans la suite que la convolée de deux mesures finie est finie.

(a) Soit (a,b) € R x R. Déterminer §, * d, ou o, et J, désignent les mesures de Dirac aux
points a et b. (1pt)

Vérifions que d, * dp = d44p. En effet, on a, pour tout B € B(R),

(005 8) (B) = | Tale+9)d(0.98) (@)

— / < “ 1p(x + y)dd, (T)) dop(y) = / 1g(a+y)doy(y) = 1p(a +b) = 6444(B).
JR \JR JR

(b) Déterminer d, * p. En déduire do * p. (1.5pt)
On pose, pour tout B € Z(R) et a € R, B—a ={y € Rly =2 —a,z € B}. On a alors

() (B) = [ Tale+9)d (6, ) (a.9)

= /R </%]13(1f + y)déa(:ﬂ)> du(y)
= /Lg 1g(a+y)du(y)

_ /R 15-q (y) dp(y)
= (B —a) = (tq * p) (B).
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ot on a posé t,(y) =y + a pour tout y € R. Donc J, * p est la mesure image de p par la
translation ¢, de vecteur a. En particulier dg * p = p, autrement dit, la loi * admet §y pour
élément neutre.

2. Soient f et g deux fonctions positives et intégrables sur R par rapport a la mesure de
Lebesgue A. On notera f - A la mesure a densité f par rapport a la mesure de Lebesgue .

(1.5pt)
(a) Montrer que (f - ) * v est une mesure a densité h que 'on déterminera.

En appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli , on a, pour tout B € Z (R)

(FN+uB) = [ Tt yd(f-Aev)wy)

RxR

= [ ([ 1ntu+natnw) at)

/ (/ Lp(u + ) f(w)dA(w) ) dv(y)

)
~ ([ ta@ ~ pire) ) dvtw

ou h est la fonction définie pour A-presque tout x dans R par
= /Rf(fr —y)dv(y)

Ainsi, (f - A) *x v est la mesure ayant h pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue .
(b) En déduire que (f-X)x(g-A) = (f*g)- A (1pt).
On déduit de la question précédente que, si v = g - A pour A presque tout x dans R, alors
)= [ Ha=dlg- N ) = [ @-newiA) = [+ 9(@)
Ainsi,

(fN)x(g-A)=(f*g)- A

3. Soit s €]0, 00| fixé. On considére pour tout a €]0,+oo[ la fonction définie sur R par
Ya() = Ty 2" o 4o ().

(a) Vérifier que, pour tout a > 0, la mesure p, = 7, - A est une probabilité. (1pt)
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Pour prouver que p, est une probabilité, il suffit de vérifier que p,(R) = 1. En utilisant le
changement de variable y = sx, on a

1 s oo 1
e 2 g oo (T)dA(7) = /0 e dx

r I'(a I'(a) .
s Foo v\ da 54 a
- F(a)/o o (Q % ~ T F.§a> -

(b) Soit (a,b) €]0, +o00[?. Expliciter la fonction 7, * v, et en déduire la mesure fi, * fip.
(2.5pt)

Siz <0, il est clair que v, * () = 0. Si > 0, alors

a+b .
) . ‘ —s(xz—y)/, a—1 —sy, b—1 .
Ya * Vb(T) = T /R e (@ — )" Mg poef(@ — y)e Yy g oo ()

S’a’+b T 1 b :
e (fsm/ x—y)" dy
r@rm®  Jo @Y v
par ailleurs, en effectuant le changement de variable t = £, on trouve

v : r y\ 2t ry\o dy
/ (x —y)* 1y dy = 20! / <1 - }> </> &
Jo 0 x x x

1
_ ma—}—b—l / (1 - t)a_ltb_ldf
Jo

_ a+b IB(I ])) _ a+b IF( )F(b)
[(a+0b)
d’ou
Sa—H) —sx .a+b—1 F(G)F(b)
* /b(U = WC x m = /a+b(l1/)

En conclusion

Ya * Vb = Ya+b et Ha * Uy = Hag+b-

Exercice 4. Intégrale a paramétre Soit i une mesure borélienne finie sur R. Pour tout ¢t € R

on note .
o) = [ e dp(x)

1. Montrer que la fonction ¢ est continue et bornée sur R. (2pt)

2. Soient a € R et n € N*. Montrer que

1o
— [ ¢ = [ K(n(a— .
3 | ol = [ K(n(a — 2))dn(a)

sin(y) . 0
ou K : R — R est la fonction définie par K(y) = {1 Y S? v 0"
siy =

(1pt)

1 m .
3. Déterminer 1_1}111 o / e @(t)dt. En déduire que, si ¢ est Lebesgue-intégrable sur R,
n © 2N J—n

alors la mesure p est diffuse (c’est a dire que pour tout a € R on a pu({a}) = 0). (3pt)



